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We introduce a notion of action of a Kac algebra (see [2,9]) on a von Neumann 
algebra, and the cross-product of a von Neumann algebra by a Kac algebra with 
respect to an action 0~. The results of Takesaki [ll, Chaps. 3 and 41 are then 
generalized, particularly the theorem of the double cross-product. 
Soit G un groupe localement compact. 11 apparait dans [6] que les proprietes 
d’algbbres de Hopf-von Neumann de Lm(G) et A(G) (algebre de la representa- 
tion reguliere gauche de G) interviennent dans la theorie du produit croise d’une 
algebre de von Neumann par G. Les algebres de Kac, definies dans [2], dont 
La(G) et d(G) sont des cas particuliers, apparaissent alors comme un instrument 
raisonnable pour construire une notion plus gtnerale de produit croise. 
Grace a des resultats techniques de [9] (surtout 111.13, 111.14, IV.1 et IV.3), 
on definit une notion d’action d’une algebre de Kac sur une algebre de von 
Neumann. Cela permet de generaliser les constructions du chapitre 3 de [I 11; 
on obtient la construction du produit croise d’une algebre de von Neumann 
par une algebre de Kac selon une action, et une notion d’equivalence entre 
actions. 
On generalise ensuite les resultats du chapitre 4 de [l I] qui ne traite que le cas 
des groupes abeliens) concernant la construction d’une action duale et le double 
produit croist: les theoremes 4.5,4.6 et 4.8 de [l I]. 
Pendant la redaction de ce travail, Takesaki m’a signale un memoire de 
Nakagami [7] dans lequel se trouvent des resultats similaires, dans le cas des 
algebres de Kac abeliennes et des algebres de Kac symetriques. 
En ce qui concerne les algebres de Kac, on utilise les notations de [2], en 
identifiant, pour simplifier, M et n,(M), d’une part, H, et H,- d’autre part. 
L’espace hilbertien H, = H,- sera note simplement H. Les principaux resultats 
sont regroup& dans [2, 4.3.91. 
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I. ACTION D'UNE ALGJ~BRE DE KAC SUR UNE ALGBBRE DE VON NEUMANN 
1.1. DEFINITIONS. (i) Soient 06 = (M, r, K, p) une algebre de Kac, 6! une 
algebre de von Neumann. On appellera action a droite de K sur GZ un morphisme 
normal injectif 01: 0L -+ a @ IW, tel que 
a(l)==1 et (a @ i)Lx = (i @ IJrx. 
(ii) On appellera action a gauche de 06 sur Gl! une action a droite de 
l’algebre de Kac KS sur LY, autrement dit, un morphisme normal injectif 
~~6Y+CT@M,telque 
a(l) = 1 et (a @ i)oi = (i @ sqa. 
EXEMPLE. Soit Db = (M, r, K, CJJ) une algebre de Kac; le coproduit I’ est 
une action a droite de K sur l’algebre de von Neumann M. 
1.2. DEFINITION. Soient G un groupe localement compact, a une algbbre de 
von Neumann. On appellera action continue de G sur CC? un morphisme 
cy: g --+ CL~ de G dans Aut CT, tel que, pour tout x E a, la fonction g + a,(x) de G 
dans 0Z, soit ultra * fortement continue. Si I’algebre Gl? est representee dans un 
espace hilbertien R, cette dernitre condition est clairement Cquivalente a: 
pour tout x de GT, la fonction g + ols(x) est fortement continue. 
Notations. Soient G un groupe localement compact, GT une algebre de 
von Neumann representee dans un espace hilbertien k. On notera V,(G, 0T) 
l’ensemble des fonctions fortement continues, bornees, de G dans GE On 
identifiera une fonction f de Vb(G, a) avec I’operateur de multiplication par f  
dans L2(G, 4). De plus, on identifiera L2(G, 4) 1 l’espace hilbertien R @ L2(G); 
l’ensemble %Tb(G, a) est alors identifie a une partie de l’algebre de von Neumann 
GZ @La(G). 
1.3. PROPOSITION. Soient G un groupe localement compact, Ol une algebre de 
von Neumann reprtkntee duns un espace hilbertien A. Soit KA(G) E’algebre de Kac 
abe’lienne associee au groupe G (cf. [2, Proposition 8.1 .I]). I1 existence alors une 
bijection entre les actions a droite de KA(G) sur a, et les actions continues de G 
sur CT. Plus precise’mment : 
(i) Si 01 est une action continue de G sur a, l’application qui, h un e’lement 
x E CT, fait correspondre la fonction s + a,(x) (resp. s -+ a+(x)) est une action h 
droite (resp. d gauche) de KA(G) sur GY, qu’on notera c@ (resp. a”). De plus, on a 
ad = (i @ KGa)ag (cf. [2, S.l.l]) 
(@ est la representation z-~ de [I 1, 3.11). 
18 MICHEI, ENOCK 
(ii) Si 01 est une action a droite (resp. a gauche) de KA(G) sur C!, il existe une 
unique action continue /I de G SUY Q!, telle que a: = lgd (resp. a: -_ p”) (cf. [I, 
Theo&me 2.11). 
Demonstration de (i). Notons a”(x) la fonction s + a,(x) de G dans Cp. C’est 
un Clement de %Yb(G, a) et done (cf. 1.2) de a @Lm(G). On a ainsi construit 
un morphisme normal de 6Z dans 6Y @La(G), tel que c@(l) = 1. 
Identifions L”(G) @Lm(G) a Lr-(G x G). Alors (a” @ I) U”(X) est Cgal a la 
fonction 
(s, t) - 44X)). 
Quand a (i @ rGa) ad(x), il est Cgal a la fonction 
Et done ad est une action a droite de KA(G) sur a. D’autre part, il est clair que 
(i @ K~~) ad(x) est Cgal a la fonction s -+ IX-~(~). 
On pose o1V = (; @ KGa)Ud. C’est une action a gauche de K/l(G) sur a. En 
effet +a est un automorphisme de Lm(G); de plus: 
(a” @ i)olg = (i @ KGa @ KGa)(ad @ i)d 
= (i @ KGa @ KGa)(i @ rGa)ad 
= (i @ sTGa)(i @ Key)& (par [2, 1.2.11) 
= (i @ sFoa)oY. 
La demonstration de 1.3.(ii) sera don&e plus loin. 
1.4. LEMME. Soient G un groupe localement compact, ho sa representation 
reguliere gauche, M(G) l’algtbre de von Neumann engendreepar X,(G). La fonction 
s -+ ho(s) (qui appartient a V,(G, d(G)), et done a J.‘(G) @L”(G) d’apres 1.2) 
est egale a aWo*a, air Wo est l’operateur fondamental [2, 2.1 .I] associe’ a KA(G). 
Demonstration. Soit f  dans L”(G x G). On a [2, 8.1.71 
( W, f  )(s, t) = f  (s, St) 6, t E G). 
On en deduit 
et 
(wG*f )(s, t) = f  ($9 s-lt) 
(aWG*uf)(s, t) = f(t-‘s, t). 
On identifie Lz(G, Lz(G)) a Ls(G) @ L2(G) et a L2(G x G): soit ye un Clement 
de L2(G, L2(G)), on l’identifie a la fonction (s, t) + v(t)(s). 
On a done, pour tout ye de L2(G, L2(G)) 
(~wc*4(w = dW14 == (W) m(s) (s, t E G) 
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ou encore 
D’oh le resultat. 
1.5. LEMME. Soient K = (M, F, K, cp) une algibre de Kac, GE une alg&bre de 
Von Neumann reprksentke dans un espace hilbertien R. On a, pour tout y de 157 @ M 
(i) (i @C)(y) = (1 @ uWu)(y 0 I)(1 @ oW*u), 
(4 (i 0 r)(y) = (1 63 (3 0 ..?>uJWP 0 MY 0 1X1 0 CP OYbW30 3>>*, 
(iii) (i @ F)(y) = (1 @ W)(l @ u)(y @ I)(1 @ a)(1 @ W*). 
Dkmonstration. Soient y1 dans 67, ys dans M. Alors 
(i 0 U(yl 0~~) = Y1 0 Wd 
= Yl 0 w1 @YAW” par [2, 2.2.5(b)] 
= (1 0 WY1 0 1 OY,)(l 0 w*) 
= (1 63 W(l 0 4(Yl OYz 0 1x1 0 4(1 0 W”) 
d’oh (iii) par IinCaritC et continuite; de plus, (i) se reduit trivialement de (iii). 
D’autre part, on a 
q y‘J = s 0 K @ K 0 r 0 K( y‘J [2, 1.2.11 
= S 0 K @ K[rK(Y2*)] * 
= S o K @ @(jYzf))* par [2,3.1.5(a)] 
= S 0 K @ K[w(l @ jj’zrzf) w*]* par [2,2.2.5(b)] 
= dt3 0 3) Wl 0 3~~3) W*<3 0 311 par [Z 3.1.W 
= (3 0 3) uwutf 0 I>(Yz 0 MY 0 3) uw*43 0 3) 
et done 
(i 0 nY1 0 Yd 
= Yl 0 u 0 3) fJJw4 0 3XY2 0 w 0 9) uw*d 0 3>1 
= [l 0 (3 0 3) uJ447cP 0 S>l(YI Or2 0 1)P 0 (3 0 3) uw*43 0 3>1 
d’oh (ii) par IinCaritC et continuite. 
Dkmonstration de 1.3(ii). Soit LY une action a gauche de l’algebre de Kac 
KA(G) sur une algebre de von Neumann GZ representee dans un espace hilbertien 
A’. Soit y  un Clement de o(G!!) C O! @ Lm(G); considerons la fonction sur G: 
t + (1 0 w>>* Y(l 0 WN. 
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C’est une fonction continue bornee de G dans @ @ Lm(G); d’apres le 
lemme 1.4, elle est &gale a 
et done, d’apres le lemme 1.5(i), elle est Cgale a (i @ sTo”)(y). 
Comme, par definition, oc verifie la relation 
Cette fonction est Cgale a (a @ i)(y), et appartient done g a(a) @L=(G). 
On en deduit que, pour tout t de G, (1 @ &(t))* y(1 0 A,(t)) appartient 2 
4m 
Soit maintenant un Clement x de IX Posons: 
B&4 = ~-Y(l 0 W)) 4% 0 wN*l. 
Cette definition a bien un sens, d’apres ce qu’on vient de voir. 
11 est clair alors que fit appartient a Aut 02, et que /3 est une action continue 
de G sur aid. 
ConsidCrons maintenant p”(x), c’est-a-dire la fonction sur G: 
t - &l(X). 
L’ClCment (a @ i) pg(x) sera Cgal Q la fonction sur G: 
t --f (1 @ A,(t-1)) c+)(l @ &(t-1))“. 
On en deduit done que: 
(a @ i) p(x) = (a @ i) a(x) 
et done 
01 =p. 
Soit maintenant 01 une action a droite de K/l(G) sur a; (i @ KGa)Ol est une 
action a gauche de F&I(G) sur 02, a laquelle on peut appliquer le resultat 
precedent: ainsi, il existe une action continue de G sur a telle que 
(i @ fQp)Ol = pJ = (i @jl KGq3d 
soit telle que a = /3”. 
Dans les deux cas, l’unicite de fi est Cvidente. 
DEFINITION 1.6. (i) Soit 01 une action a droite de l’algebre de Kac K = 
(M, r, K, v) sur l’algebre de von Neumann 02. 
On appellera a-cocycle un unitaire U de 02 @ M tel que 
(i @ r)(u) == (U @ I)(a @i)(U). 
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(ii) On notera loQ@ l’action triviale de I’algebre de Kac K sur l’algebre de 
von Neumann Uk 
&p(x) = x @ 1 (x E a). 
Les IKa-cocycles sont done les unitaires U de UZ @ M tels que 
(i @ F)(U) = (U @ l)(l 0 u)(U @ 1)(1 @u). 
PROPOSITION 1.7. Soient G un groupe localement compact, CZ une alg&re de 
van Neumann reprtkntke dans un espace hilbertien A, (Y une action & droite de 
Z’algJbre de Kac KA(G) SW G& /3 l’action continue de G sur 0!, associke par 1.3(ii), 
telle que pa = ol. Rappelons qu’un fl-cocycle est une fonction (ultra- ) fwtenwnt 
continue de G dam les unitaires de Ok? 
s - us , 
telle que 
11 st -  %P&t) (s, t E G). 
I1 existe alors une bijection canonique entre les a-cocycles et les p-cocycles. 
DLmonstration. Soit s -+ u, un /3-cocycle. Soit U la fonction s -+ II, ; c’est 
un Clement de V,(G, CPG) et done de a @Lm(G); de plus, c’est un operateur 
unitaire. 11 est facile de voir que U verifie la relation (i @ T)(U) = 
(u 0 l)b 0 i>(u). 
Pour demontrer la reciproque, il est plus simple, pour des raisons techniques, 
de prendre une action B gauche: 
Soit 01 une action a gauche de KA(G) sur 0!, et U un a-cocycle. L’operateur U 
est done un unitaire de GT @Lm(G) tel que 
(i @ sToa)(U) = (U @ l)(or @i)(U). 
En appliquant 1.5(i), on a done 
(a @i)(U) = (u* @ l)(l @ UWGO)(U @ l)(l @M,*(T). 
On voit, en appliquant le lemme 1.4, que (a @ i)(U) est Cgal a la fonction 
continue bornee de G dans GT @ Lm(G) 
t + u*(l @ h,(t)*) U(1 @ h,(t)). 
Comme (0~ @ i)(U) appartient, a priori, a ~(a) @ Lm(G), on en deduit, que, 
pour tout t de G, U*(l a&(t)*) U(l @h,(t)) appartient B ~(a). Done, 
(a @ i)(U) appartient a Wb(G, a(a)), et U g V,(G, a). 
Ainsi U est une fonction continue bornee de G dans CZ, a valeurs dans les 
unitaires de GY, s + u, . 
Si on note p I’action continue de G sur @ telle que a = /3” (cf. 1.3(ii)), la 
relation (1) devient /3-1(~t) = u,*uts . 
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Supposons maintenant que 01 soit une action a droite de KA(G) sur 05 C’est, 
par definition, une action a gauche de KA(G)‘. Mais il est clair que KA(G)’ = 
KA(GO), oh Go designe le groupe oppose de G(i.e., G muni du produit s * t = ts). 
On peut done considerer 01 comme une action a gauche de KA(GO) et lui appliquer 
les resultats ci-dessus. 
D’autre part, si /3’ est l’action continue de Go sur LZ? telle que /3’g = LY et si /3 
est l’action continue de G sur GZ telle que ,Bd = o(, on a, pour tout s de G: 
On voit done qu’un a-cocycle est une fonction fortement continue de G dans 
les unitaires de a: s -+ u, , qui vCrifie 
A(%) = us*ut*s = u,*u,t * 
C’est done un p-cocycle. 
1.8. PROPOSITION. &i& H, = (MI, r, , '9 > 'PI) et H, = (M, , r,, K2 , V2) 
deux algebres de Kac, G& et GZ2 deux algbbres de von Neumann, @ un isomorphisme 
d’algebres de von Neumann de G& SW G& , Y un isomorphisme normalist! d’a@bres 
de Kac de od, sur K, (cf. [2, 4.3.5]), (Y une action a droite de Dd, sur Oc, , U un 
0l-cocycle. 
Alors, l’application /J de’nie par 
/l(x) = (CD @ Y)( ua@-l(x)u*) (x E f32) 
est une action h droite de K, sur LZ2 . 
Demonstration. /3 est bien un morphisme normal injectif de a2 dans G& @ Ma. 
De plus, on a /I(l) = 1. 
Soient x1 dans @a , x2 dans Ma . On a 
(P 0 9(x1 0 x2) = I%) 0 x2 
= (@ @ Y)( uc&yxl) u*> @ x2 
= (CD @ Y @ Y)[ ua@-yxl) u* @ Y-1(x2)] 
= (CD @ Y @ Y)[( U @ l)(ar @i)(@-l @ Y-‘)(x1 @ xs)( U* @ l)]. 
Par linearite et continuite, on en deduit, pour tout y de GZ2 @ M, 
(B @i)(y) = P O~OW(UO l)(~Oi)(@ OyF1(yW* 0 111. 
En particulier, si x appartient a a2, on a 
= (0 @ Y @ Y)[( U @ l)(a @ i)(@ @ Y)-l(@ @ Y)( Uc8P1(x)U*)( U* @ I)] 
= (@ @ Y @ Y)[(U @ l)(a @i)(Uc@-l(x)U*)(U* @ I)] 
= (CD @ Y @ Y)[(U @ l)(ol @ i)(U)(ol @ i) 01@-~(x)(o1 @ i)( U*)(U* @ I)]. 
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Comme U est un wcocycle, cela s’ecrit aussi: 
(@ @ Y @ Y)[(i @ r,)( U)(a @ i) c&‘(x)(i @ r,)( cl*)]. 
Mais comme 01 est une action a droite de K, sur Cpc,  cela s’ecrit encore: 
(@ @ Y @ Y)[(i @ r,)( U)(i @ r,> c&‘(x)(i @ r,)( U”)]. 
Et on a done 
(/3 @ i) /3(x) = (CD @ Y @ Y)(i @ r,)( Ucdqx) u*> 
= (i @ r,p @ Y)(Ua@-l(x)U”) par [2,4.3.5] 
= G 0 r2) B(x)* 
1.9. COROLLAIRE. Soient A un espace hilbertien, K = (M, r, K, v) une algkbre 
de Kac 3 U un If’A’-cocycle. Alors: 
(i) L’appZication: x ---f U(x @ l)U* (x E T(R)) est une action ci droite de 
K SW Lzy~); 
(ii) Soit, de plus, O? une sous-algsbre de von Neumann de 9(k), telle que: 
U(a? @ CH) u* c a? @ 9(H). 
Alors, l’application: x + U(x @ l)U* (x E 02) est une action ci droite de H sur 62. 
On dira que ces actions sont implementees par U. 
1.10. DEFINITIONS. Soient 0~~ (resp. %) une action a droite de I’algebre de 
Kac od, (resp. W,) sur l’algebre de von Neumann 0Zr (resp. G&J. On dira que 0~s 
est Cquivalente a 01~ s’il existe: 
un isomorphisme d’algebres de von Neumann @ de Oc, sur @a, 
un isomorphisme normalise d’algebres de Kac Y de K, sur Db, , 
un a,-cocycle U, 
tels que: 
On notera 
Si U = 1, on dira que 01~ est fortement Cquivalente a a1 , et on notera 
012 m q(@, Y). 
1.11. THBOR~ME. Les relations N et w sont des relations d’&uivaletxe. 
Dt!monstration. On a clairement 01~ m ai . Les deux relations sont done 
reflexives. 
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Supposons que 01~ N (Y~(@, Y, U). 
On va dkmontrer que (@ @ Y)(U*) est un ol,-cocycle. En effet: 
(i @ r.Jp @ Y)( U”) = (CD @ Y @ Y)(i @ I-,)( U”) [2,4.3.5] 
= (@ @ Y @ Y)[(a, @ i)( U")( u* @ l)] 
car U est un cu,-cocycle. 
Et done: 
(0 0 y 0 ‘u)(U 0 I)@ 0 r,xQ, 0 ‘u>(u*) 
= (@ @ Y @ Y)[(U 0 I)& @ i)(u*)(u* 0 I)] 
= (a2 @ i)(@ 0 Y)( U”). 
On a ainsi: 
(i @ r,)(@ 63 Y)( u*) = [(@ @ Y)( u*) 0 l](% @ ;)(@ @ Y)( U*) 
et (@ @ Y)(U*) est done bien un ol,-cocycle. 
D’autre part, si x appartient a h$ , on i: 
p-1 @ Y-I)[(@ @ Y)( u*) a2(x)(@ @ Y)(U)] = u*p-1 @ Y-l) c$(x)U 
= U” ua,@-yx) u* u 
= @-l(x). 
On a done 4 N a,(@-I, Y-l, (@ @ Y)(U*)). 
En particulier, si 01~ = al(@, Y), on a 01~ m a2(@-l, Y-l). Les deux relations 
sont done symktriques. Supposons maintenant que 01~ N al(@, Y, U), et 
ol, - (Y~(@‘, Y’, U’). On va dkmontrer que (@-I @ Y-l)( U')U est un or,-cocycle. 
En effet: 
(i @ r,)[(@-l @ Y-1)( v’)U] 
= [(a-’ @ Y-1 @ Y-‘)(i @ r,)(cq](i @ F,)(U) 
par ([2, 4.3.51 appliquk k Y-l) 
= [p-l @ Y-1 @ Y-1)( u’ @ l)(c+ @ i)( vl)](i @ T,)(U) 
car U' est un a,-cocycle 
= [(G-l @ Y-1)( iY) @ I][(@-’ @ Y-l @ Y-1)(+ @ i)( ul)]( u @ 1)&x1 @ i)(U) 
car U est un ol,-cocycle 
= [(Q-l @ Y-‘)(uy @ l]( u @ l)[(C$ 0 i)(@’ @ Y-l)(U)] 
x (U” 0 1w 0 1X% 0 w-4 par dkfinition de 01~ N aI(@, Y, U) 
= [(@-1 @ Y-1)( u,)U @ l](+ @ i)[(@-’ @ Y-l)(U’)U] 
et (Q-1 @ Y-1)( U')U est done bien un ol,-cocycle. 
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D’autre part, si x appartient h Q?i , on a: 
(@’ 0 CD @ Y’ 0 Y)[(@-1 @ Y-1)( U’) Ual(x)[(tD’- @ Y-1)( u’)u]*] 
= (@’ @ Y)[U’(@ @ Y)( u,,(x)u*) u’*] 
= (@’ @ Y’)[U’a,@(x)UI*] 
= qmqx). 
On a done CW, - CQ(@‘ 0 @, Y’ o Y, (Q-l @ Y-l)(U’)U). En particulier, si 
a2 w (Y~(@, Y) et 013 w (~2(@‘, Y’), on a 05 = CQ(@’ 0@, Y’ 0 Y). Les deux 
relations sont done transitives; d’ou le resultat. 
Rappelons des formules demontrees dans ce paragraphe, qui seront utiles 
par la suite 
(1.11.1) Si 01~ N a,(@, Y, U), on a 01] - +(@-l, Y-i, (@ @ Y)(U*)). 
(1.11.2) Si aa - IX.~(@~ , Y, U) et c+ - 01~(@‘, Y’, U’), on a 
a3 - alp’ 0 @, Y’ 0 Y, (CD-1 @ Y-1)( U’)U). 
1.12. Remarques. (i) Soient Gr (resp. G,) un groupe localement compact, 
01~ (resp. 012) une action a droite de KA(G,) (resp. KA(G,)) sur l’algebre de 
von Neumann @r (resp. 6ZJ. 
Supposons que l’on ait “z - CX~(@, Y U). En utilisant [2, Theo&me 8.2.9(b)], 
on voit qu’il existe un isomorphisme j: G, + GX tel que Y(f) (MEL”) 
soit Cgal a f oj. Soient /I1 (resp. $) l’action continue de G1 (resp. G,) sur 6& 
(resp. 6&) telle que /?I” = 01~ (resp. /P = CXJ (cf. 1.3(ii)). 
Notons s + u, Ie /3i-cocycle associe a U par 1.7. Alors la relation az - 
01i(@, Y, U) s’ecrit 
Si Gi = G, , j = i, on retrouve 1’ “equivalence faible” introduite par Takesaki 
dans [ll, fin du chap. 31. 
Si Gr = Gs , Or, = @a , @ = i, on retrouve 1’ “equivalence” introduite par 
Takesaki dans [I 1, fin du chap. 31. 
(ii) Soit G un groupe localement compact, cy une action continue de G sur 
une algebre de von Neumann GF?. Soient ad et 019 les actions a droite et B gauche 
associees a 01. On a 
ad m olO(i, xGa) 
( car KGa est un isomorphisme normalise d’algebre de Kac de &4(G)* sur KA(G)). 
1.13. PROPOSITION. Soient R un espace hilbertien, K = (M, I’, K, y) urn 
algt!bre de Kac. On utilise les notations de [2]: en particulier, W d&igne l’opkrateur 
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fondamental de 06 [2, 2.1 .l], et J  ^ l’involution sur H associke au poids F  ^ sur M^  
[2, 2.3.3 et 2.3.41. Alors: 
(i) L’opkateur IR @ (f @ j) oW~(j @ j) est un If(‘@H’-cocycle. 
(ii) Soit 02 une sow-algt?bre de van Neumann de 9(A), a! une action & droite 
de M sur GE, Alors l’opkateur lR @ (j @ 1) oWo(l@ f) implkmente sur ol(OZ) 
une action h droite de K, fortement t+quivalente d ~1, et kgale h i @ r 1 CC(~). Plus 
prkiskment, on a i @ r / a(@) NN ~(01, i). 
Dkmonstration. (i) De [2, 3.1.71, on deduit 
(1 @ w*)(w* @ I)(1 @ W) = (W” @ 1)(1 @u)(w* @ 1)(1 @u). 
Si on applique cette formule a l’optkateur fondamental de l’algebre de Kac 
KA’ = WA, on trouve (cf. [9,111.14]) 
D’autre part, l’operateur 14 @ (j@ p)u Wu( f  @ 3) appartient a 64(R @ H) @&I, 
par [2,2.1.1 et 3.1.51. 
En utilisant le lemme I.S(ii), on en deduit 
(i 0 WA 0 (9 0 1) uW4P 0 1)) 
= (b&H 0 (3 0 f>uw47 0 PM14 0 <J 0 f> uWu(i 0 f,  0 1) 
... (lA@H 0 (9 0 f> uw*u(f 0 9)) 
= 1R 0 w 0 CP 0 P> uw4lo m(J 0 P> ~w4lo 9) 0 1) 
. ..(I O(YoJ)~w*u(foP>>l 
= 1A 0 [<(.I 0 f> uw4P 0 9) 0 l)(l 0 4((3 0 P, uw4.7 0 P> 0 1x1 0 4 
en appliquant la f&-mule (1) ci-dessus 
= [UA 0 tJ 0 1, uWu(f 0 3)) 0 11u 0 4KlA 0 <P 0 3) UWdJ 0 0 0 11 
... (I @CT) d’oh le resultat (i). 
(ii) Par le lemme I.S(ii), on a, pour x dans LZ 
(1 0 (“7 0 9) uw4.f 0 s>>w 0 1x1 0 <Jo f> ~WY41c3 i>) 
= (i @ F) a(x) 
= (a @ i) 01(x) E IX(~) @ M. 
D’oh, en utilisant 1.9, les resultats Cnonces dam (ii). 
1.14. Remarques. (i) Si 01 est une action a gauche de Dd sur GT, il faut remplacer 
W par W(Ks) = (10 1) W(J @ 9) (cf. [9, 11.141). Comme KrA =m FL”‘, 
l’involution p reste inchangee (par [9, IILI] applique au poids vA sur MA). 
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Ainsi, on trouve que 1 @ UWCJ implimente sur a(a) une action fortement 
Cquivalente a a. 
(ii) Soit G un groupe localement compact, OL une action continue de G 
sur 02, OLD I’action a gauche de KA(G) associee par 1.3. 
En utilisant I.13 et 1.14(i), on a, pour x dans Q?, 
(a” @ i) a”(x) = (1 @ aWoo) arQ(x)(l @ w,*u). 
Grace au lemme 1.4, on en deduit, pour tout x de CY, s de G 
II. PRODUIT CROISI? D'UNE ALG$BRE DE VON NEUMANN PAR UNE ALGBBRE 
DE KAC SELON UNE ACTION A DROITE. ACTION DUALE 
11.1. DEFINITION. Soit a? une action a droite d’une algebre de Kac it6 = 
(M, r, K, v) sur une algebre de von Neumann a, representee dans un espace 
hilbertien A. 
On appellera produit croise de 02 par od selon l’action ?I droite 01 I’algebre de 
von Neumann engendree dans LY(R @ H) par la reunion de a(a) et C=R @ a’. 
On notera cette algebre W-*(0!, H, a) ou W*(a) pour simplifier. 
On a done W*(a) = (or(a) u (Cd @&I’)“. 
11.2. Remarques. (i) Soit OT une action a gauche de K sur une algtbre de 
von Neumann QL, representee dans un espace hilbertien A. C’est une action a 
droite de W sur a. Comme UP’ = K  ^ [9,111.14], le produit croise de GY par N 
selon I’action a gauche 01 sera: 
w-*(a) = (a(a) u (Cd @ A%))“. 
(ii) Soit G un groupe localement compact, 02 une algebre de von Neumann, 
representee dans un espace hilbertien k, L+ une action continue de G sur 6Z 
Calculons le produit croise de a par K/l(G) selon l’action Q gauche oLg, en 
utilisant la remarque (i) ci-dessus. On a KA(G)^  = KS(G) [2, 8.13 et 8.14) et 
done 
#‘-*(a”) = (d(Gi?) u (CR @d(G)))“. 
C’est done le produit croist L@(fl, LX) defini par Takesaki en [l 1, 3.31. 
11.3. PROPOSITION. Soit ml (~esp. CL+) une action h droite d’une algibre de Kac 
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K, = (MI 7 r, 7 KI, 9’1 ) (resp. K, = (M, , T, , K~, 9.J) sw une alg&e de 
van Neumann CT1 (resp. GZJ repre’sentke duns un espace hilbertien I;, (resp. he). 
Supposons que les actions 01~ et 01~ ve’r$ent c+ - a,(@, Y, U). Alors, on a: 
W”(c$) = (@ @P)(uw*(oll)u*) 
03Fest Zeprolongement de Y b J.Y(H,) dt@zien [9,111.13] (cf. [ll, Proposition 3.51). 
Dt!monstration. On a: 
P 0 ~w%(~lw*) = 4%) c w*w 
par dkfinition de la relation + - a,(@, ul, U) (I. 10). 
D’autre part on a: 
(1) 
(‘ii1 0 (31 0 31, u%431 0 3l)W 0 l)(lA, 0 (31 0 31) c%*431 0 31,) 
= (; @ T,)(U) par le lemme I.S(ii) 
= (U 0 I)(% @i)(U) car U est un a,-cocycle 
et done 
P 0 y 0 Nu 0 l)(ld, 0 th 0 31) u~1*4L 0 Yd(u* 0 1)l 
= 04, 0 P 0 NL 0 3J f~~~*4.L 0 JJl)(~z 0 i)P 0 4(U) 
par dkfinition de 01~ - 01~(@, Y U). Comme (sl @ 1,) crW,*u(fl @ 1,) appar- 
tient B A&’ @ M1 [2, 2.1.5(b) et 3.1.5(a)], on en dCduit que 
P 0 iN(fi 0 3J u~1*4 0 .Lp,>l 
appartient a A?fz’ @ M1 (par [9, 111.13]), et done que 
(@ 0 p 0 iMU 0 l)(ld, 0 t310 31, u%*4ll 0 31>w* 0 111 
appartient 2 ((Ciz @A’,’ @ MJ u (az(G&) @ M,))” c’est 2 dire 2 W(o+) @ M, . 
Par ailleurs, si x appartient ?i S(HJ, on a: 
(@@~@O)[(U@l)(l~,@l @x)(U*@l)] = I#,@1 ox. 
Comme 
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par ([9, Lemme IV.l(iii)]) applique a Kc’ et 111.14). On en deduit: 
P 0 p 0 i>[( u 0 WA, 0 @l’ 0 =wmu* 0 1)l 
c (w*(~,) 0 J4> ” G,QH, 0 WflN)” 
soit: 
(@ @ P=)( U(u& @ fil’) u*) c w-*(LYyz). 
Grke a la formule (1) ci-dessus, on en deduit 
(@ @ F)( u7P”*(a!l)u*) c w-*(a2). 
D’autre part, comme 0~1 - a2(C1, Y--l, (@ @ Y)( U*)) (I.1 l.l), on a, en ap- 
pliquant le resultat ci-dessus: 
(Q-1 @ y-‘)[(@ @ Y)( u*) w*(a2)(@ @ Y)(U)] c w*(a,) 
soit 
u*p-1 @ Y-y(w*(a,)) u c w*(al) 
ou encore (a-l @ Y-l)(W*(tiJ) C UW*(fx,)U*. Comme Y-l = !W (cf. [9, 
111.13]), on en deduit le resultat. 
11.4. COROLLAIRE. A isomorphisme prks, le produit croisk d’une algibre de 
van Neumann @par une algibre de Kac K selon une action h droite 01 ne dkpend 
pas de l’espace hilbertien dans lequel Q? est reprt%entbe. Plus prtkiskment, si 0~~ = 
til(@, i), on a alors 
@,-*(a21 = P 0 fx~*(%)> 
(cf. [I 1, Proposition 3.41). 
11.5. Remarque. Soit G un groupe localement compact, KA(G) l’algebre de 
Kac abelienne associee, ~~~ est un isomorphisme normalise de l’algebre de 
Kac KA(G) sur KA(G)F. On verifie facilement que, pour tout x de L?&“(G)), 
on a 
-- 
K&x) = JJXJJ. 
Soit maintenant une action continue (Y de G sur une algebre de von Neumann G!! 
represende dans un espace hilbertien A. En utilisant I.l2(ii) et 11.4, on trouve 
w*(e = (110 J.7) aqua 0 m. 
(Rappelons que W*(a”) est tgal au produit croise .%?(a, a) CtudiC dans [ll].) 
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11.6. PROPOSITION. Soit 01 une action k droite de l’algdbre de Kac 06 = 
(n/r, r, K, p) SW une algkbve de won Neumann 02, repr&ntke dans un espace 
hilbertien 4. 
(i) L’opbateur lR @ (Jj @ 11) W*(jJ @ Jj) est un I$/“@“)-cocycle; il 
impknente une action ri droite de od SW W*(oz), qu’on notera 01%. 
(ii) 01% est l’unique morphisme normal de W*(a) dans W*(a) @ A?, tel que: 
a”(x) = x @ 1 vx E a(a), 
~“(b2 Or) = 1A Of’(Y) vy  E ii?‘. 
Dt%wnstration. (i) Appliquons I. 13(i) a l’algebre de Kac HA’: l’operateur 
fondamental de od”’ est (9 @ 9) oW*o(~ @ f); d’autre part l’involution de fi 
associee au poids v ‘^^  est Cgale a J (par [9, III.11 applique a v”). Finalement, 
l’operateur 14 @ (jj @ Jj) W*(Jj @ Jj) est un Ig(?or’)-cocycle. D’autre part, 
cet operateur appartient a Ck @ M’ @ fi’ par [2, 2.1.5(b), 3.1.5(a) et 3.3.21. 
Done, si x appartient a a(a), et done a GZ @ M, 
Appliquons maintenant le lemme I.S(ii) a l’algebre de Kac K ‘^. 
Comme plus haut, il concerne l’operateur 14 @ (j3 @ J3) W*(J3 @ II), 
qui vCrifie done 
On a done: 
[ld 0 u3 0 J3) w*u3 0 JP>Ivf*(4 0 l)[lA 0 (13 0 13) Y”f3 0 J3>1 
c ((a(a) 0 a=) u (C, @ Iyiw)))m 
c ((@?) @ C) u (C, @ J?’ @ A?))” 
= (c&f) u (C& @ AT))” @ ti’ 
= w-*(a) @ A’. 
D’oh (i), en appliquant 1.9(ii). 
(ii) les deux relations ont CtC verifiees au tours de la demonstration de (i); 
l’unicite est trviale. 
11.7. DEFINITION. Soit 01 une action a droite de l’algebre de Kac K sur une 
algebre de von Neumann a, representee dans un espace hilbertien A. L’action a 
droite (Y% de l’algebre de Kac K ’^ sur le produit croise W*(a), definie au 11.6, 
sera appelee l’action duale de ct. 
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11.8. PROPOSITION. Soit aI (resp. CLJ une action d: droite de l’alg&e de Kac 
I& = (Ml, rl , IQ, tpl) (resp. K2 = (M, , I’, , tc2 , v2)) SUY Z’aZgt%re de won 
Neumann Cpc, (resp. GZ2), et soit cxl* (resp. u29 l’action duale de LYE (req. de a$. 
Supposons que 01~ - 0(1(@, Y, U). Alors, on a: 
Z2 M E,(@ @PO Ad U,pj fir’). 
(On a vu en II.3 que (@ @F) 0 Ad U est bien un isomorphisme de %‘-*(a,) 
sur W*(ol,); on sait que P 1 &’ est un isomorphisme normalise d’algebre de 
Kac de od,’ sur K,’ (par [9, 111.131) (cf. [ll, Proposition 4.21). 
Dtfmonstration. Si x appartient a @i , on a: 
W 0 p) 0 Ad U 0 ‘PIh-b&))> 
= P OF emu 0 1&4x) 0 1w* 0 111 d’apres 11.6(ii) 
= (CT @yP)(ual(x)u*) @ 1 
= %(@W 0 1 
. . 
par definmon de clz - LX~(@, ‘iv, U) 
= ~2-@2z(@w par 11.6(ii) 
= ,2-P 0 V( u44 u*> par definition de ar, - o1J@, Y, U) 
= u2-[(@ @F) 0 Ad v] a](x). 
D’autre part, si y  appartient a &‘, on a 
[(@C3~)oAd ~O~loll-(l~,O~) 
= P 0 !J7 0 mu 0 WA, 0 mYMu* 0 111 par 11.6(ii) 
= [P 0 V(u) 0 11[b2 0 ~9’P~~>M@ 0 VP*) 0 11 par [Z 4.3.51. 
Mais, par 11.6, on a: 
IA, 0 mFY)) = ~2”(11,0 FY)) 
= [l& 0 u232 0 J2.72) w2*u242 0 J2Y2)l(lA, 0 F(Y) 0 1) 
*** PA, 0 Cl232 0 J232) W2(/2.!2 0 J2P2,l. 
(h-f-me P 0 Wu> appaeient A a2 0 44, y et U2P2 0 12P2> w2U2J2 0 J2& a 
&I, @ ti2’, on en deduit: 
= a2-(CD OF) Ad U(lh, @y). 
580/26/r-3 
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Done, par linearite et continuite, pour tout x de W*(,r), on a: 
11.9. COROLLAIRES. (i) A isomorphisme pres, l’action duale LX- d’une action a 
droite d’une algkbre de Kac K sur une algebre de van Neumann CY, ne depend pas 
de l’espace hilbertien sur lequelO2 est representee. Plus prkisement, si 01~ w CL~(@, i), 
on a alors: 
(ii) Soient G g p 1 1 un rou e oca ement compact, 01 une action continue de G sur 
une algtbre de von Neumann csd, ad et oIg les actions de KA(G) sur GZ construits 
en 1.3. On a 
(se demontre par I.l2(ii) et 11.5). 
11.10. Remarques. (i) Soient G un groupe localement compact, (Y une action 
continue de G sur une algebre de von Neumann GZ representee dans un espace 
hilbertien A. Comme WA = K” [9, 111.141, l’action duale de c@ est une action 
a droite de KA(G)^  = KS(G) sur W*(&). En utilisant 11.6(ii), on voit que a+ 
n’est autre que le morphisme normal injectif 6 introduit dans [6, Theorem 11. 
(ii) Reprenons les memes don&es et notations, mais supposons, de plus, 
le groupe Gcommutatif. Soient G”le groupe dual de G,F l’operateur de Fourier- 
Plancherel: J?(G) -+ L2(G*). Par [2, 8.3.31, Ad 9 1 A(G) est un isomorphisme 
normalise d’algebres de Kac de KS(G) sur KA(G”). Par I.8 et la remarque (i) 
ci-dessus, il existe une action /3 a droite de KA(G )^ sur W*(c@), telle que 
/3 M ag-(i, Ad 9 / d(G)). 
En utilisant 11.6, on trouve facilement 
/3(cd”(x)) = d(x) @ 1 (x E a>, 
B&t 0 MS>) = 14 0 Us) 0 ~W) s* (s E G). 
Par la proposition 1.3(ii), il existe une action continue 01~ de GA sur W*(o?‘), 
telle que O? = /?. On voit que: 
olgA(cY”(x)) = a”(x) (x E @Q 0 E G”), 
%-+(lA 0 b(t)) = <t, wu, 0 WN (t E G, 0 E GA). 
On retrouve [ll, 4.11. 
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III. DOUBLE PRODUIT CROIS~ 
111.1. PROPOSITION. Soit 01 une action d droite d’une algcbre de Kac K = 
(M, I’, K, ‘p) SW une alg2bre de von Neumann GT, reprt%e&e dam un espace 
hilbertien A. Soit 01~ faction duale de 01, d+nie en 11.7. Le produit croise’ W*(C) 
est isomorphe h l’algkbre de von Neumann (a(a) u CR @ Y(H))“. Plusprtkiskent, 
si on appelle 0 l’automorphisme de Z(k @ H @ H) impltfmente’ par 
16 0 (3 0 3) uw*u(J 0 31, on a: 
W*(C) = 0 0 (a @ i)[(a(a) u (C, @ Z(H)))“]. 
D&nonstration. L’action CP est une action A droite de K ’^ sur l’algkbre de 
von Neumann W*(a), reprCsentCe dans A @ H. Comme K”“” = 06” [9, III.141 
le produit croisk de W*(a) par K”’ selon l’action ?I droite OL* est, d’aprks 11.1 
w*(c) = (~“(w-*(a)) u (c&j)H @ M’))” 
ou encore, en utilisant II.6 
?v*(a”) = ((+I) @ C) u (CA @ f’(W)) u (c&H @ My”. 
Calculons O-l(W*(a*)): si x appartient g OJ, a(x) appartient A 02 @ M, et on a 
O-l(ti(x) @ 1) = (i @ T) a(x) par I.S(ii) 
= (a @ i) ,3(x) 
si y  appartient A A?‘, on a 
f’(Y) = (3 0 3) uw*44 0 f)(l G3r)t.T 0 3) uw43 0 3) 
par ([2, 2.2.5(b)] appliqut h K”’ et [9, 111.141) et done 
WlA 0 f’(y)) = lR@H 0 y. 
Enfin, comme lb @(JO ~)oWu(~@~) appartient h CA @A?‘@ M par 
[2, 2.1 .I et 3.1.51, on aura, pour tout z de M’ 
@-y&f 0 z> = ll@H 0 x 
et done 
W(W*(o1*)) = ((a @i) a(a) U (@A@~ @ A?) U (@A@~ @I 1M’))” 
= ((a @ i) a(U) u (CrOH @ (A?” u M’)“))” 
= ((a 0 i) a(@ u (@AOH 0 -WW’ par [9, IV.31 
= (a 0 i)WV u (@A 0 ~ED(HN”l 
d’oh le rbultat. 
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111.2. D~FINITIOK. Soit 01 une action a droite d’une algebre de Kac K 
(M, r, K, y) sur une algebre de von Neumann a. Nous dirons quc N verifie la 
propriete A si 
(a(a) u (CR @ 2?(H)))” := a @ LqH). 
On deduit trivialement de 111.1 et 111.2: 
111.3. PROPOSITION. Soit u une action h droite d’une algebre de Kac D6 sur une 
algkbre de von Neumann 6Y. Les propositions ci-dessous sont e’quivalentes: 
(i) 01 possede la prop&e’ A, 
(ii) @(a: @ i) est un isomorphisme de GZ @ Z(H) sur W*(C). 
111.4. LEMME. Soit K = (M, P, K, cp) une algebre de Kac. On a 
(r(M) u (M @ C))” = M @ M. 
Demonstration. Soit N = (P(M) u (M @ C))“. Par [2, 4.2.5(c)], N est une 
sous-algebre de von Neumann de M @ M invariante par uy@@. De plus, si x, y  
appartiennent a St,, r(y)(x @ 1) appartient a kXVOrn n N (par [2, 1.3.1 axiome 
K(iii)]). On en deduit facilement que la restriction de v  @ v  a N est semi-finie. 
Done, par [lO,ThCorkme, p. 3091, il existe une esperance conditionnelle normale 
fiddle E de M @ M sur N. Si P est le projecteur de HmsQ sur /l&N n 9&,&,-, 
E est don& de la facon suivante: Pour tout x de M @ M, Ex est l’unique Clement 
de N tel que (Ex)P = PxP [lo, p. 315, formula (lo)]. 
Mais l’adhbrence de fl,&N n 9&J contient le sous-espace ferme engendre 
parles&,,(r(y)(x 0 l))(x,y~XJ.Et, par [2,2.1.1l,onafl,0,(r(y)(xO I))= 
wM&> 0 4(Y))- c omme W est unitaire (2.2.4), on en deduit que P = 1; 
doncE=ietN=M@M. 
111.5. PROPOSITION. (i) Toute action d’une algbbre de Kac abt&nne possede 
la prop&e A 
(ii) Pour toute algebbre de won Neumann 02, et tout algebre de Kac [16, l’action 
triviale I,@ posskde la propritW A; 
(iii) L’action r de l’algebre de Kac [ld = (M, P, K, v) SUY l’algebre de 
von Neumann M possede la prop&e A; 
(iv) Pour toute action 01, l’action duale oi” possede la propriete’ A. 
Demonstration. (i) On a a(a)’ n Z(A) @ @ = 02’ @ C [6, Proposition 2.21, 
d’oh le resultat 
(ii) trivial; 
(iii) Appliquons III.4 a l’algebre de Kac od’. On trouve 
(T(M) u (a, @ M))” =: M @J M; 
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et done 
(r(M) u (C @ 9(H)))” = (r(M) u (C cg M) u @ @ S(H))” 
= (W 0 w u (@ 0 =wf)))” 
= M@Z(H); 
(iv) On a 
(@v-*(4) u @C@H 0 -wo>” 
= ((@J 0 @) u (@A 0 f’(@‘)) u (a=A@H 0 mf)))n par II.6 
= ((a(a) @ C) u (@A @ (f’(m) u (cc @ Z(H)))“))” 
= ((a(a) @ C) u (a=, 0 iiF cg =qH))y par IIIS(iii) appliquC 2 KA’ 
= w-*(a) @ 9(H). 
Nous verrons plus loin que la propriCtC A est stable par Cquivalence (111.10). 
111.6. PROPOSITION. Soit 01 une action d droite d’une aZg2bre de Kac od sur 
une algibre de eon Neumann UZ reprbentke duns un espace hilbertien R. Alors 
(i) (i @ s)((Y @ i) est une action ri droite de k6 sur CZ @ 8(H), 
(ii) L’opkrateur l4 @ UW*U est 202 (i @ S)(OI @ i)-cocycle. 
Dkmonstration. (i) (i @ s)(ar @i) est un morphisme normal de ~2 @ 2?(H) 
dans GT @ L?(H) @ M, on a bien (i @ s)(ol @ i)(l) = 1. D’autre part 
[(i @ s)(or 0 i) @ i](i 0 s)(or @ i) 
= (i @ s @ i)(a @ i @ i)(i @ s)(ol @ i) 
= (i @ s @ i)(i @ i @ s)(ol @ i @ i)(a @ i) 
= (i @ s @ i)(i @ i @ s)(i @ r @ i)(a @ i). 
Mais, si a, b, c appartiennent a Z(H), on a 
(s 0 i)(i @ s)(a @ b @ c) = c @ a @ b. 
Par 1inCaritC et continuitk, on en dCduit que si x E M, y  E Z(H) 
(r 0 i)(i 0 s)(W 0 y> = Y 0 r(x). 
On en dCduit (s @ i)(i @ s)(r @ i) = (i @ T)s et done 
(i @ s @ i)(i @ i @ s)(i @ r @ i)(a @ i) = (i @ i @ IJ(i @ s)(cll @ i) 
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d’oh le resultat 
(ii) I1 @ aW*o est un unitaire de GT @ Z(H) @ IM [2, 2.1.1 et 2.2.41. 
De plus, par le lemme I.S(iii) 
(i @ T)(l/I @ uW”a) 
= (IRGJIH 0 W)(l/IOH 0 a)(14 0 uw*u 0 l)(lA@H 0 4(lA@H 0 w*) 
= 14 @ (1 @ W)(l @ u)(uw*u @ I)(1 @ a)(1 0 w*) 
= 14 @ (1 @ u)(l @ uWu)(aW*o @ I)(1 @ uw*u)(l @u) 
= Id @ (uW*o @ l)(l @ u)(uW*u 0 I)(1 @a) 
par ([2, 3.1.71 applique a rK  ^ et 4.1.4) 
= (14 0 ow*o 0 l)(lX@;H 0 O)(lk 0 ow*o 0 l)(l~OH 0 o) 
= (14 @ uw*u @ l)[(i @ s)(cx 0 2) 0 i](lR @ uw*u>. 
LEMME 111.7. Soit a we action h droite d’une algtbre de Kac K = (M, r, K, F) 
sur une algebre de von Neumann 0t representee darts un espace hilbertien R. On 
suppose que l’action 01 possede la propriett! A. Alors: 
(i) il existe une unique action /3 a droite de It6 sur GZ @ L?(H), telle que 
(par 111.3, @(a @i) est un isomorphisme de GT @ P(H) sur TV*(C); v  est l’iso- 
morphisme canonique de K sur od” dejini en [9,111.12]; 
(ii) De plus, /3 vkijie, pour tout x de @ @ Z(H) 
(a @ i @ i) p(x) = Ad(ldOH @ aW*u)(i @ ~)(a-1 @ i)(i @ ~)((a @ i)(x) @ 1). 
Demonstration. (i) L’action 01~” est, par definition (11.6), une action a droite 
de K*‘^‘, (=H” par [9, 111.14]) sur W*(C). Le resultat est done une simple 
application de 1.8, grlce a 111.3, et [9, 111.121. 
(ii) En appliquant II.6 a l’action CC de K ’^ sur I’algebre W*(a) repre- 
sentee dans l’espace hilbertien .& @ H, on sait que, par definition, l’action oluL 
sera implementee par I’operateur 
En effet W(W”‘) = (J* @ J )^ uW*u(JA @ I^); de plus, il faut remplacer J par 
l’involution associee au poids v^‘, c’est-a-dire par J  ^ (par [9, III.11 applique 
B @), et JA par I’involution associee au poids CJT”‘^  (c’est-a-dire J, par [9, III.11 
applique a y^). 
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On en dCduit done, que, par dkfinition de fl, pour tout x de CPI @ Z’(H) 
(111.7.1) (LX @ i @ i) ,8(x) = (0-l @ V) u~-@(oI @ i)(x) 
= (A$@ (3 0 3) uw43 0 3) 0 JP)UIOH 0 u 0 J> UJVJ 0 1)) 
*** (lfi 0 (3 0 3) uw*43 0 3) 0 l)(@ 0 w 0 1) 
**. (It 0 (3 0 3) uwu<3 0 3,o 1) 
*** Ud,, 0 (J 0 J) uW4J 0 JNUA 0 (3 0 3) uw*43 0 3) 0 33). 
Calculons: 
Kf 0 3) uw3 0 3) 0 m 0 (JO .I> UUl’oU 0 JII 
... N3 0 3) uw*43 0 I,0 JA. 
Grace h [2, 3.1.5(b)] cela vaut: 
NJ3 0 1) uw*uu3 0 1) 63 m 0 (1 0 m uW*uu 0 ml 
*** [(J.m 1)~WJ30 1)) OJSI 
ou encore: 
(J30 10 l)(uW*oO w301 OJf)(l 0 1 O/3)(1 OuW*4(1 0 10 J3) 
... (J30 10 l)(uWuO w30 10 r3> 
soit: 
(J30 1 0 l)(uu/'*uo NJ30 10 1w c+J~*wYo 1 OJ3) 
*** (UWUO w30 1 OJ3) 
ou encore: 
(J3 @ 1 @ l)(uW*u @ l)(l @ uW*u)(uWu @ l)(J3 @ 1 @ 1). 
De [2, 3.1.71, on dCduit la relation: 
(W @ 1)(1 @ w)(w* @ 1) = (1 0 W)(l 0 u)(W@ I)(1 @u) 
et si on applique cette forrnule B IV* = uW*u [2, 4.1.4(a)], on a: 
(uW*u @ l)(l @ uw*u)(uWu @ 1) = (1 @ uW*u)(l @ u)(uW*u @ l)(l @u) 
et on a done, grlce h cela: 
r(3@3)~w303)o~31P O(JOJ)~~(JOJ)1[(3Of)~w*~(3o3)0J3 
= (J3 @ 1 @ l)(l @ uW*u)(l @ u)(uW*u @ l)(l @ u)(J3 @ 1 @ 1) 
= (1 @I uW*u)(l @ u)[(]3 @ 1) uw*o(JQ@ 1) @ l](l @u) 
= (1 @ oW*u)(l @ a)[(3 @ 3) uWu(3 @ 3) 0 I](1 0 u) (par [2, 3.1.5(b)]. 
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Et done, si on revient a la formule (111.7.1), on a, pour tout x de Q! GJ L?(H) 
(111.7.2) (a @ i @ i) ,B(x) 
= (lR@H 0 uW*u)(l A@H 0 U)(lA 0 (3 0 3) UWP 0 3) 0 l)(lRQH 0 49 
... [(a 0 i)(x) 0 ll(lA@H 0 @)(lA 0 (9 0 f> aW*a(S 0 3, 0 1) 
..* (II,, 0 U)(l&gH 0 uw*u) 
d’oh (ii) 
111.8. THI?OR~ME. Soit Q une action h droite d’une algkbre de Kac K = 
(M, I’, K, v) sur une a@bre de von Neumann Ok’, reprtkmtke dans un espace hilbertien 
Z& On suppose que l’action 01 posside la proprit% A. Alors, on a 
aNU - (i @ s)(ol @ i) (@(a @i), v, IA @ uW*u). 
(On a vu en III.6 que (i @ s)(or @ i) est une action a droite de K sur 0L @ Y(H), 
que Ik @ crW*u est un (i @ s)(ol @ i)-cocycle, et en III.3 que @(LX @ i) est un 
isomorphisme de CT @ Z(H) sur W*(a*); v est l’isomorphisme de of sur K” 
defini en [9,111.12].) (Ceci gCnCralise [II, 4.7; 7, 7.11.) 
Dkmonstration. Reprenons les notations de 111.7; soient x dans GZ, y dans 
9(H). On a: 
(0-l @ i)(i @ s)[(o1 @ i)(x @ y) @ l] = (0-l @ i)(a(x) @ 1 By) 
= W(a(x) @ 1) @ y 
= (lk 0 (4 0 3) u~u(P 0 m44 0 l)(lA 0 (3 0 3) uw*4Y 0 3)) 0 Y 
= (i @ r) 01(x) @ y par I.S(ii) 
=(ti@i)~~(z)@y 
= (a @ i @ i)(a @ i)(x my). 
Par 1inCaritC et continuite, on en deduit, pour tout x de G! @ L?(H) 
(0-l @ i)(i @ s)[(o1 @i)(x) @ I] = (a @ i @ i)(fx @ i)(x). 
Et done, par 111.7(ii) 
(a @ i @ i) /3(x) = (a @ i @ i)(lA @ uW*u)(ol @ i @ i)(ld @ U)(CY @ i @ i) 
... (a @ i)(x)(a @ i @ i)(lA @ u)(o1@ i @ i)(lk @ 0Wu). 
On a done, pour tout x dans a @ g(H) 
B(4 = (1~ 0 uW*WA 0 4(& 0 W(b 0 4(1~ 0 uwu> 
= (IA @ uW*u)[(i @ ~)(a! @ i)(x)](lk @ uWu>. 
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On a vu en 111.6(ii) que lh @ aW* CT est un (i @ s)(cr @ i)-cocycle. On en deduit 
done 
j3 N (i @ s)(cY @i) (i, i, 11 @ uw*u> 
d’oh le rbultat, par 111.7(i) et 1.11.1. 
LEMME 111.9. Soient 01~ (resp. CQ) une action ri droite de K, (resp. W,) SW une 
algLbre de won Neumann aC, (resp. GQ. On suppose que 
012 - oL1p-R Y q. 
On a alors, pour tout x duns GY2 @ 6p(H2) 
(a2 @ i)(x) = (@ @ Y @ sP)[(U @ l)(tii 0 i)(@-’ 0 rP-l)(x)(U* 0 I)]. 
Dhonstration. Soient x1 dans GZ2, x2 dans g(H,). On a: 
(@ @ Y @ P)[( U 0 l)(ai @ i)(@” @ F1)(xl @I x2)( U* @ l)] 
= (@ @ Y 0 !P)[( u @ l)[+F(x,) @F-1(x2)1( u* @ l)] 
= (@ @ Y @ pz)[ucq?-‘(xl) u* @ !?yx,)] 
= (CD @ Y)( u@-yq) u*) @ x2 
= c42(%) 0 x2 par definition de or, N 01i(@, Y, U) 
= (a2 0 9(x1 0 x2) 
d’oti le resultat par 1inCaritC et continuid. 
COROLLAIRB 111.10. Soit 01~ (resp. a2) une action (i droite de C-6, (resp. W,) SUY 
une algkbre de won Neumann GZl (resp. U12). On suppose que ‘Ye poss.&de IapropGW A 
dL$nie en 111.2, et que 01~ est t!quivalente d: 01~ . Alors a2 posst!de aussi la prop&W A. 
Dhnonstration. Supposons ol, (resp. GZ2) representee dans l’espace hilbertien 
A1 (resp. k2). Supposons 01~ N a,(@, Y, U). La proposition 11.8, appliquee 
deux fois, nous indique que 
a?2 *- w, oI;*(@@!!r@T.Ad(U@ l),Fj K;E); 
On sait que y 1 WF est un isomorphisme normalise de W;S sur Wz [9, 111.131; 
Par le theoreme 111.8, on a: 
(On notera ei (i = 1,2) I’automorphisme de 5?(Xi @ H, @ HJ associe a 0~~ et 
defini en 111.1, et vi l’isomorphisme canonique de I-& sur KF.) D’autre part, il 
est facile de voir que 
(i @ s)(a2 @ i) - (i @ s)(al @ i)(@ @ !F, Y, (i @ s)(U)). 
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On a done, par (1.11.1) 
(i @ s&Y1 @ i) - (i @ s)(+ @ i)(@-1 @ F-1, Y-1, (@ @ !P @ !P)(i @ s)(U)). 
Par transitivite, on en deduit que 01;~ est Cquivalente a (i @ s)(+ 0;). Plus 
prCcisCment, par I.1 1.2, on peut construire un isomorphisme entre GF$ @ Z(H,) 
et #‘-*(as-): il s’agit de 
Mais comme U est un ol,-cocycle, on a: 
(U 0 l>(% 04(U) = (i 0 r,)(u) 
= Uk, 0 (31 0 31, umt31 0 3lW 0 1) 
... UA, 0 CL 0 .A) u~~*~L 0 3d par 149 
= o;l(u @ 1). 
On a done: 
Bp = (@ @P @)o 0, 0 Ad(( U @ 1)(&r @i)(U)) 0 (a1 @ i)(@-' @ y"'). 
D’autre part, on a: 
(par [2, 5.4.1(d); 9, 111.13.21). 
On en deduit (@@~@~)oOr =@a~(@@~@~). On a done: 
$ = 0, o (CD @F OF) o Ad(( U @ l)(q @i)(U))0 (aI @i)(@-' 0 ?I-') 
= 0, o (@ @ p7 @ F) o Ad(( U @ 1)(x1 @ ;)( U)( U” @ 1)) 
..+oAd(lJ@ l)o(ar,@i)(@-i@Y-l) 
= 0, o Ad(@ @F @ F)[(U @ l)(ar @ i)(U* @ I)] 
. ..o(~~P~~)oAd(U~l)~(ol.~i)~(~-l~Y-l). 
Par le lemme 111.9, on trouve 
(@0%3~)[(w3 l)(%ow)(u* 0 111 = G%O~)POfw-4 
et 
(~O~70)OAd(U01)o(m10i)o(~-10Y-l) =‘yz@i. 
On en deduit done 
f  = O,o Ad[& @ z)(@ @ Y)(U)] 0 (a2 @ i) 
= 0, o (a2 @ i) o Ad(@ 0 Y)(U). 
Comme (@ @ Y)(U) appartient a OZz @ Z(H,), on en deduit que O,o (aZ @ Z) 
est un isomorphisme de Q& @ L?(Hz) sur W*(LY~~). D’ou le resultat par 111.3. 
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Iv. CAS PARTICULIERS 
(1) L’algSbre de Kac Db = (M, I’, K, p’) est ab&nne 
Grace a [2, 8.2.9(b)], on peut supposer que K = K/I(G), oti G est un groupe 
localement compact [2, 8.1 .l]. Grace h 1.3, il suffit de considerer une action 
continue de G sur une algebre de von Neumann 6L 
THBORBME IV. 1. Soient G un groupe localement compact, CI we a@bre de 
van Neumann, 01 une action continue de G sur a. Soit y l’action continue de G sur 
6ZT @ S(Lz(G)), dkjkie par yt = at @ Ad h(t). L’action ad-w est fortement 
e’quivalente $: yd. 
(Ce resultat a CtC trouve independamment dans [7, Theorbme 3.11.) 
D6monstration. On a vu en III.7 que ad** est fortement Cquivalente a une 
action a droite fl de KA(G) sur 02 @ 9(L2(G)). De plus, on a, pour tout x de 
@ @ 6p(L2(G)) (par 111.7.2) 
En particulier, si x1 appartient a GZ, on a: 
Mais, comme 1 L @ (j @ 9) uWu(f @ p) @ 1 appartient a CA @ d(G)’ @ 
Lm(G) @ CLzcc) (par [2, 2.1.5(b), 3.1.5(a) et 8.1.4(c)]), et IABLe @uW*u 
appartient a @rOLz(C) @ A(G) @ Lm(G), 
que (1~0~2(~) @‘uW*u) et 
on en deduit (car Lm(G) est abelienne) 
(1 IOL*(G) 0 4u10 (3 0 3) uWu(lO .I,@ 1) ... 
(lRgL~(c) @ U) commutent. On en deduit: 
(a” @ i @ i) /3(x1 @ 1) 
= UR@L%) 0 mA 0 (3 0 P>uwutP 0 3) 0 l)(ld@LW 0 “>(4%) 0 1 0 1) 
... (lI@L”(G) 0 MA 0 (3 0 3) uw*d 0 3) 0 l)(L&(G) 0 0) 
= (hm 0 u>W 0 r> ad(4 0 WW(C) 0 4 par I.S(ii) 
= (i @ 9)[(i @ F) ad(xl) @ I] 
= (i @ s)[(a” 0 i) ad(q) @ l] 
= (i @ s)(old 0 i @ i)(ad 0 i)(q @ 1) 
= (md @ i @ i)(i @ s)(c@ @ i)(xl @ 1). 
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Et done, pour tout xi de QL! 
/3(Xl @ 1) =- (i @) S)(c@ @ i)(Xi @ 1). 
Soit maintenant x2 dans s@“(G)). On a: 
et done 
/3(1& @x2) = 1R @ aw*+, @ 1) awu. 
Grace au lemme 1.4, on verifie facilement que yd = /I. 
COROLLAIRE IV.2. Si G un groupe localement compact abe’lien, 0 we alg&bre 
de von Neumann, 01 we action continue de G sur 02, cP l’actzim continue duale de 
GA sur W*(c@) dt$nie en II.lO(ii). I1 existe un isomorphisme de ?F*(&“) sur 
02 @ 8(L2(G)) qui transporte l’action biduale CC” de G sur w*(cP) en l’action y  
de G sur GY @ 9(L2(G)) introduite en IV.1. 
Dkmonstration. On a la suite d’equivalences suivantes, par II.lO(ii), 11.9(ii), 
I.lO(ii) et 11.8, 11.9(ii) et 11.8, IV.1 
D’ob le rbultat. On retrouve ainsi [ll, Theorem 4.61. 
(2) 0l est proprement infnie, M est li p&dual s&parable, et 01 vkife la proprih? A 
Si M, est separable, l’espace hilbertien H l’est aussi. 11 existe un isomorphisme 
@:@+a@TZ(H). 
L’isomorphisme @ peut ktre construit de la faGon suivante: soit (en)noN une 
suite de projecteurs de 2 a 2 orthogonaux de somme 1, equivalents a 1. Soient 
(vJieN des isometrics partielles de telles que vi*vi = 1 Vi E N, vpi* = ei , 
Vi E N (on a done alors vi*vj = 0 si i # j). 
D’autre part, soient (Q)(~,~)~~z des unites matricielles de 9(H). Posons alors 
m 
CD(x) = 1 vi*xv* @ uij . 
i,j=l 
On a, de plus 
@-1(x @ 1) = f vixvi*. 
i-1 
THBORBME IV.3. Soit a une action d droite d’une algtbre de Kac K h prkdual 
siparable, sur une algbbre de von Neumann @ proprement infinie. On suppose que 01 
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vt%a$e la prop&e’ A. Alors le double produit croise’ W*(CC) est isomorphe ~2 GZ, et 
l’action biduale 01%” est kquivalente h CL 
(Ceci generalise le theoreme 4.8 de [l 11.) 
Dkmonstration. Posons 6 = (@ @ i)a 0 a-l. Alors, par 1.8, 6 est une action 
a droite de Db sur 02 @ T(H), et on a 6 m (@, i). On va montrer que l’operateur 
Cr=‘=, (vn @ 1) a(~*) existe: en effet, pour 6 E R @ H, on a 
11 f (vn 0 1) 4%*) E Ii2 = f llh 0 1) 4vn*1 t II2 car vi*vj=Osii#j 
?A=1 114 
= z1 II +n*) 6 II2 
= jl It 44 4 /I2 
v  = 2 (On @ 1) L+*). 
n=l 
V est done un operateur isometrique de CY @ M. Mais, d’autre part, 
v* = 2 a(vn)(vn* @ 1) 
T&=1 
et on aussi, pour .$ E R @ H 
II I’*( 112 = f  !I cu(v,)(v,* @ 1) f  112 car a(vi*) “(vi) = 0 si i # j 
la=1 
= f b-J,* 0 1) 511” 
a=1 
= ,F, I@, 0 1) t II2 
= II 5 l12. 
V est done un unitaire de fZ @ M. On va montrer que c’est un ar-cocycle. 
Remarquons d’abord que: 
(i 0 r)((v, 0 1) 4vn*)) = [(vn 0 1) 4vn*) 0 ll(a 0 i)((s 0 1) 4v,*)). 
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On a done 
Par ailleurs 
= il (wn @ 1 @ ~)(CCT @ ;) 01(w,*) car a(wi*) Oz(wi) = 0 si i # j 
done V est un wcocycle. Posons U, = @(w,J et U = (@ @ i)(V). Clairement, 
U est un unitaire de 
aOqH)OM 
et 
(IV.3.1) (i @ T)(U) = (U @ i)(S @ i)(U). 
Autrement dit, U est un S-cocycle. Remarquons, de plus, que 
uiq* = @(wuiwi*) = 2 v~*v~vi*vl @ Ukl = 1 @ Uif I 
LZ=l 
Calculons maintenant U6(x)U* (x E a @ .5?(H)). On a: 
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On a done, pour tout y de 9(H): 
Par ailleurs, si x appartient a 6Y 
uqx @ 1) u* 
= (@ @i) (2 (Vi 0 1) @(X)(2.$* @ 1)). 
i=l 
Mais, si x1 appartient a GY, x2 appartient a M, on a 
= @(flwixlvi*) Ox2 
= Xl 8 1 @ xs 
=(i@s)(x,@x,@l). 
Et done, par linearite et continuite, on a 
US(x @ l)u* = (2. @ s&X(x) 0 I), VXEOZ. 
On a done: 
(i @ s)(a @ i) - a(@, i, U). 
Grace au Theoreme 111.8, on en dtduit le rbultat. 
V. PROBL&MES 
(i) Toute action verifie-t-elle la propriete A I 
(ii) Si CL est une action a droite d’une algebre de Kac U6 sur une algebre 
de von Neumann CY, on posera 
a~={XEcr,a(X) =x01}. 
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Par 11.6, on voit done que 
L’CgalitC a lieu si l’algkbre de Kac est abClienne (voir par exemple [6, Proposi- 
tion 2.31). Dans [7,6.4] 1’CgalitC est dkmontrke si l’algkbre de Kac est symktrique. 
L’CgalitC a-t-elle lieu dans tous les cas ? 
(iii) On peut facilement dkmontrer qu’une rkponse positive B l’une des 
deux questions ci-dessus entraine une rkponse positive a l’autre. 
(iv) Dans [3], il est fourni une construction d’un poids opkrationel (cf. [4]) 
du produit croisC d’une algkbre de von Neumann 02 par un groupe localement 
compact selon une action continue 01, sur l’algkbre 02. Cette construction peut 
facilement se ghkaliser, et on montre que (i @ ~JF’) 0 01~ est un poids opkrationel 
fiddle semi-fini T,- de W*(a) sur W*(B)“-. 
Si une rkponse positive est trouvke au problkme (ii) ci-dessus, en posant 
#- = ,h o a-1 o T,- , on pourra faire correspondre 2 tout poids # normal sur hY 
un poids z,h normal sur W*(a), ce qui gCnCralise la construction du poids dual 
au sens de [l, 5, 8, 111. 
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